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Abstract

An economic system that exhibits chaotic behavior can be stabilized with the use of a hard control or
limiter control. In this paper this procedure is used to control the chaos in two models of economic growth
Solow type , to show control of this complex behavior are developed the graphic branch corresponding
to different values of the upper threshold controller . Control of chaos in the economic model of Benhabib
and Day for the model of overlapping generations are also shown.

4 Introduccion

El estudio de sistemas no lineales que presentan fendmenos dindmicos complejos como bifurcaciones y
caos, ha producido en los Gltimos afios un nimero importante de contribuciones de todas las areas de la
ciencia no lineal. Muchas investigaciones se han desarrollado esencialmente en relacion con el analisis
de dichos sistemas complejos, sin embargo, recientemente mucha atencién se ha dirigido hacia el
problema relacionado con el control del caos. En esta direccion los enfoques proceden de diversos
campos cientificos y ademas la técnica especifica que se emplea esta en concordancia con los objetivos
y limitaciones planteados por el sistema a analizar. El objetivo habitual que se persigue es que los
comportamientos complejos y cadticos deben de ser controlados, llevando el sistema a regimenes mas
regulares.

Las contribuciones relativas a la supresién general del caos pueden dividirse en dos grandes
grupos: en el primero se consideran los sistemas cadticos especificos, mientras que en la segunda clase
los sistemas que son el objeto de estudio, se consideran en funcion de los pardmetros. EI primero enfoque
establece una meta cuantitativa en el espacio de estados, como un punto de equilibrio o un ciclo limite
0 alguna trayectoria dada y se trata de llevar el sistema a esta dindmica por medio de controles
adecuados, en esta direccion se han obtenido resultados importantes con controles pequefios. La mayoria
de estos métodos estan relacionados con el algoritmo propuesto por Ott, Grebogi y Yorke (OGY), (Ott
y col, 1990) y con algunas modificaciones como lo propone Dressler y Nitsche (Dressler y Nitsche,
1992).

Un nimero més pequefio de las contribuciones se puede considerar como perteneciente a la
segunda forma de controlar el caos, en este caso, el objeto en estudio es una clase de sistemas dinamicos,
que depende de los parametros y globalmente se estudian en el espacio de parametros de estado, ahora,
el objetivo de alcanzar es esencialmente cualitativo, normalmente bifurcaciones que aparecen en el
sistema original se retrasan con el fin de aumentar la gama de valores de los parametros para los que el
sistema exhibe movimientos regulares. En particular, Abed y colaboradores, (Abed y col, 1992)
conducen a este resultado mediante una dinamica de control de retroalimentacion lineal (filtro de lavado).
Hyotyniemi (Hyotyniemi, 1991) utiliza un controlador robusto con el fin de estabilizar adecuadamente
la bifurcacion siempre que se produzca.

El caos es a veces indeseable. En muchos casos, queremos evitar y eliminar tales
comportamientos. Recientemente hay numerosas técnicas para controlar el caos, ademas del método
presentado por Ott y colaboradores, el control activo, Bai y Lonngren (Bai y Lonngren, 2000), el control
basado en el observador, Yang y Chen (Yang y Chen , 2002), retroalimentacion y no de
retroalimentacion del control Yassen y también por Agiza (Yassen, 2003; Agiza, 2002), control 6ptima
inverso Sanchez y colaboradores, (Sanchez y col., 2002), el control adaptativo Yassen y Liao y Lin
(YYassen, 2001; Liao y Lin, 1999).
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El descubrimiento de nuevos resultados fundamentales en dindmica no lineal y su rapida difusion
han proporcionado a la economia herramientas de analisis y el enfoque necesario para abordar con mayor
rigor matematico algunos de los dificiles problemas relacionados con la inestabilidad y las fluctuaciones.
Existe un consenso amplio entre los economistas acerca de la enorme dificultad presente a la hora de
explicar los ciclos econdmicos, de hecho, a lo largo de los dos ultimos siglos se han propuesto multitud
de modelos que intentan describir este comportamiento. La teoria del caos y la complejidad a través de
un conocimiento profundo de conceptos tales como los atractores, la dindmica caotica, la dimension
fractal, los exponentes de Lyapunov, etc., asi como de su aplicacion a la investigacion analitica y
numérica de los modelos de dindmica econdmica y las series temporales, constituye un vinculo esencial
en una cadena de progreso cientifico que va mas alla del simple estudio de las fluctuaciones. Las nuevas
realidades exigen un nuevo enfoque metodolégico en el que el mundo y la organizacion econémica ya
no sean considerados bajo el aspecto del orden y en el que desaparezca la predictibilidad del sistema.
Estad generalmente aceptado que muchos procesos evolutivos de los sistemas econdmicos debe ser
descrito por las ecuaciones no lineales (Haag,1990; Weidlich, 1991; Weidlich y Braun, 1992; Mosekilde
y Thomsen, 1992; Lorenz,1993; Haag, y Hilliges T., 1993). Sin embargo, un rasgo caracteristico de
modelos no lineales es la posible aparicion de caos determinista. Esto significa que aunque las ecuaciones
constitutivas de movimiento son deterministas, sus soluciones pueden presentar una estructura caotica,
es decir no periodica (Chen,1988; Moseklide y Larsen, 1988; Haag,1992; Puu,1992; Feichtinger 1992).
La observacion de las series temporales de la economia siempre sugiere la presencia de estocasticidad y
elementos cadticos en las interacciones y las decisiones de los agentes del mercado. Por lo tanto, los
empresarios u otros tomadores de decisiones en el sistema econdmico pueden enfrentarse a la dificil tarea
de tratar con un sistema econémico que se comporta de una manera impredecible. Existen varias causas
para la imprevisibilidad:

En primer lugar, puede ocurrir que un sistema econémico se comporte regularmente perturbado
por variables exdgenas estocasticas y choques aleatorios. Estas influencias son, por supuesto, no
predecibles ya que son causadas por una variedad de factores externos y como consecuencia, se puede
provocar que el sistema presente una dinamica compleja con aparicion de caos.

En segundo lugar, la dindmica caotica de un sistema econdmico puede ser generada por la
dindmica no lineal de variables enddgenas, sin ninguna influencia externa. Este es el caso de caos
determinista. A partir de lo anteriormente expuesto es posible concluir que el control del caos es esencial
en el conocimiento y analisis de los sistemas no lineales y en particular en la modelacion de sistemas
econdmicos que presenten dinamica compleja y caos.

4.1 Metodologia

En este trabajo se usa el control limitador o control duro para eliminar el caos clasico en el modelo
logistico, en el modelo de Benhabid y Day, “modelo de generaciones que se traslapan” y en el modelo
de Solow. Se describen brevemente cada uno de los modelos econémicos, se elaboran las graficas de
bifurcacion cuando no hay control de caos y posteriormente se muestra el control de caos aplicando un
control duro en el umbral superior para cada uno de los modelos analizados, se presentan los resultados
obtenidos y se exponen las conclusiones respectivas.
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4.1.1 Desarrollo de los modelos y control de caos

4.1.1.1 El modelo logistico y su control limitador

Sea xt la densidad o abundancia de una poblacion en un dia, mes o afio, generacion o unidad de tiempo,
te N. Entonces la ecuacion que gobierna la densidad de la poblacién o el crecimiento de la poblacion
esta dada por la ecuacion:

Xep1 = f(xp) =rx,(1—x.); x€[0,1],7 € [0,4] (4)

Esta ecuacion representa un sistema dinamico discreto en una dimension, su espacio de fase es el
intervalo [0, 1]. El parametro r gobierna el comportamiento del sistema, el cambio del valor de r hara que
la ecuacién tenga distintos tipos de comportamiento. Cuando r € [0, 3], el atractor es un punto fijo

diferentede cerox, = 1 — % sir € [3,1 + 6], el punto fijo se torna inestable y el atractor es una orbita

de periodo 2, finalmente cuando r € (1 + /6, 4], la ecuacion tiene infinitos puntos periddicos inestables
y las soluciones no convergen a ninguna Orbita estacionaria o periddica. El equilibrio dindmico es un
atractor extrafio y el sistema se encuentra en un régimen caotico. En el Gréafico 4 se presenta el diagrama
de bifurcacion para el modelo logistico, en el eje vertical se encuentra el valor de x € [0,1] y en el
horizontal el valor de r € [2, 4], en el Gréfico 4.1 se muestra la trayectoria para r = 3.9, x, = 0.2 para
100 iteraciones.

Grafico 4 Bifurcacion del parametror, r € [2,4], x € [0,1]

Fuente: Elaboracion de los autores
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Gréfico 4.1 Trayectoria de la funcion logistica para r = 3.9, x, = .2 y para 100 iteraciones
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Fuente: Elaboracion de los autores

Una forma de controlar el caos en este modelo es con la ayuda de un control limitador o control
duro como umbral superior. Para aplicar un controlador para limitar el caos en el modelo logistico, la
ecuacion 4, se modifica de la manera siguiente:

f.(¢) =minfr(l—x)x,c} (4.1)
En esta ecuacion ¢ € (0, 1), el diagrama de bifurcacién para diferentes valores del controlador ¢

se muestra en el Grafico 3.2, el comportamiento cadtico ha sido forzado a una oscilacion periddica con
la desaparicion de caos.
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Grafico 4.2 Diagrama de bifurcacion, r € [2,4], x € [0,1], el controlador tiene los valores ¢c=0.9 y
c=0.89

Fuente: Elaboracién de los autores
4.1.2 El modelo de crecimiento econémico de Solow y su control limitador

El Modelo de Crecimiento Econémico de Robert M. Solow, (Solow R. M., 1956), fue elaborado a partir
del Modelo de Domar, para demostrar que la trayectoria de crecimiento de dicho modelo puede no tender
al equilibrio, si se cambia la funcion de produccion que Domar utilizé en su analisis. Domar supuso una
funcion de produccion definida como f(k;) = pK;, lo cual significa que la produccion depende sélo de
las existencias de capital, o bien, que el trabajo est4 combinado con el capital en una proporcidn fija.

En cambio, Solow planted que el capital y el trabajo pueden combinarse en proporciones variables, de
tal manera que la produccion, a nivel macroeconémico, puede definirse en forma explicita como una
funcidn del capital y el trabajo. Es decir: f(k;) = F(K¢, Lt).

El modelo de crecimiento de Solow en tiempo discreto. Una version detallada del modelo de
Solow puede encontrarse en Palmisiani C. (Palmisiani C., 2008), aqui solo se expone brevemente.
Considérese una economia de un solo bien, o sea una economia en la cual solamente un bien se produce
y se consume, suponga ademas que el tiempo t es discreto. Se definen las siguientes variables:
Y:, K¢, Ce, I, Le, S, 1as cuales respectivamente indican, el total de la produccion o ingreso nacional, el
capital disponible, el consumo, la inversion, la mano de obra o fuerza laboral y el ahorro. El capital y la
fuerza laboral al tiempo t = 0 estan dados por: K, L,. La constante s representa la propension marginal
al ahorro, mientras que la constante n representa la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo. Los
supuestos del modelo son:

1.- Se produce un solo bien en la economia y para todos los tiempos t = 0,1,2, ..., la economia esta en
equilibrio, esto es el total de la produccidn o ingreso nacional Y: es igual al consumo Ct mas la
inversion . Y, = C; + I,.

2.- La inversion en el tiempo t corresponde a todo el capital disponible producido en el tiempo t + 1:
Iy = Kiyq.
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3.- El ahorro es igual a la inversién y Los agentes econdmicos ahorran una fraccién constante del ingreso:
Ss=1l=sY, (0<s<1)

4.- Para el tiempo t el ingreso que se genera se debe a la combinacién de dos factores o insumos
productivos: el capital y la mano de obra: Y; = F(K,, L;)

5.- La mano de obra crece como una progresion geometrica en la razon n:
L, = (1 +n)L,

De los supuestos 1y 3 se tiene: Y; = C, + S;, 0 I, = S;. Por lo que, aplicando los supuestos 2 y
3 se obtiene K;,; = sY;. Finalmente aplicando el supuesto 4 se obtiene K;,; = sF (K, L;). A partir de
esta expresion se obtiene K;,1/L;y1 = SF(K, Lt)/L:+1. Si F s lineal y homogénea (esto es F muestra
retornos a escala constante), F(AK,AL) = AF(K, L) paratoda A > 0. Con lo cual se tiene:

Kerr — 51, F, 1) /L,(1 + n). 4.2)
Lt4aq Lt

Si se define k; = K, /L, como la razon de capital-labor o capital por trabajador y y, =Y;/L;
como la razén de ingreso-labor o ingreso por trabajador, entonces se puede obtener la funcién de

produccion en la forma intensiva: y; = f(k;) =f(?,1), por lo tanto se obtiene la funcion de
t
acumulacién para el modelo de Solow en tiempo discreto:

kevr = sf(k)/(1 +n) (4.3)

Donde como antes s es la funcion de propension al ahorro, f(k;) es la funcién de produccion,
n>0 es la razén de crecimiento de la fuerza de trabajo, la cual es un pardmetro exégeno. Ejemplo 1. Si se
escoge una tasa de ahorro constante ¢y una forma del tipo de Cobb-Douglas modificada para la funcion
de produccion f(k,)=Bk/”(m-k.)”, k. <m, entonces la funcién de acumulacion para el Modelo de
Solow, en tiempo discreto es:

|<t+1 = w (4.4)

1+n

Donde m es una constante positivay 0 < 8 < 1.2, 0 <y < 1.2y B >0 . Si en esta ecuacion

€scogemos Rle ; o=1; m=1; B=1.2 y y=1.2, se obtiene que k converge al valor de 0.5589, cuando
+Nn

R=3.0.

Cuando cambiamos el valor de R, a R=4.0, se presenta un ciclo estable de periodo dos; los valores
correspondientes de k son: 0.5279 y 0.7550. Cuando R=4.5, tenemos un ciclo estable de periodo cuatro,
con los correspondientes valores de k siguientes: 0.8512, 0.7912, 0.5187 y 0.3771. Finalmente, para
R>4.8, el comportamiento del sistema es caotico. Se puede mostrar que si R=4.4 y »=1.05, el sistema
también tiene un comportamiento cadtico. En el Grafico 4.3 se muestra el diagrama de bifurcacion para
el caso en que no hay control de caos y cuando se usa un control duro en el umbral superior ¢=0.9.
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Gréfico 4.3 En ambas gréficas, r € [3,5], x € [0,1], sin controlador para la gréfica de la izquierda y
con el controlador ¢=0.9, para la gréfica de la derecha

Fuente: Elaboracion de los autores

Ejemplo 2. Si se generaliza la propension al ahorro como s = s(k;), (Day, R. H., 1982), entonces
es posible generalizar el Modelo de Solow en tiempo discreto. Con una funcién de produccion tipo

Cobb-Douglas f(k;) = ka (B=2,0<B<1)y con una funcién de ahorro s(k) =a@—-b/r)k,

propuesto por Day, (Day, R. H., 1982), donde: r = f'(k;) = ﬁ%, a > 0,b > 0. Con estos resultados
t

la funcion de acumulacién para el Modelo de Solow es:

SR

Si definimos R = 1ai , y escogemos 3=0.2, b/BB=1.2, encontramos que cuando R=3.0, el valor
+

de k converge a 0.5204. Pero si R=3.5, el sistema presenta un ciclo estable de periodo dos, con los valores
de k iguales a 0.6634 y 0.3960, con un valor inicial de ko=0.5, y cuando R>3.9, el sistema muestra
trayectorias caoticas, el diagrama de bifurcacion correspondiente se muestra en el Gréafico 4.4.

Los diagramas de bifurcacion para el Modelo de Solow, cuando se aplican controles limitadores
c=0.74 y ¢=0.71, se muestran en el Gréafico 4.5.
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Gréfico 4.4 En esta grafica r € [3,5], x € [0,1], sin ningun control para eliminar el caos

Fuente: Elaboracion de los autores

Gréfico 4.5 Grafica de bifurcacion para el Modelo de Solow, r € [3,5], x € [0,1], el controlador es
c=0.74 y ¢=0.71, en este Gltimo caso el caos es completamente controlado

Fuente: Elaboracion de los autores

4.1.3 El modelo de Benhabib y Day con un controlador limitador

Una version detallada del modelo de generaciones que se traslapan se puede encontrar en Benhabib y

Day, (Benhabib y Day,1982). Aqui solo exploraremos brevemente el modelo y el interés se centra en el
control de caos con un controlador duro.
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El modelo de Benhabib y Day del consumo entre generaciones que coexisten simultaneamente o
que se traslapan considera el intercambio entre las generaciones de una poblacion, creciendo a una tasa
v. Un individuo tipico de esa poblacion vive durante dos periodos, de tal manera que cuando es joven,
lleva a cabo un consumo no negativo en su juventud c,(t) y en su vejez ¢, (t + 1). Las preferencias de
dicho individuo son representadas por una funcion de utilidad expresada en términos de los dos periodos
de consumo sefialados U(cy(t), c,(t + 1)) y recibe una riqueza w, en su juventud y w; en su vejez. El
factor de interés en el tiempo t, denominado p;, el cual define la tasa de intercambio entre el consumo
presente y futuro, determina la restriccion presupuestaria del individuo:

G (t+1) =wy +p(wo—co(); co(®) =0,c,(t+1)=0 (4.6)

A partir del supuesto de que la riqueza agregada crece a la tasa y la condicion de equilibrio del
mercado para la economia en su conjunto es:

A +V)(wo—co@®)) +wy — () =0 (4.7)

La condicion de equilibrio (8), junto con la restriccion presupuestaria (7), define el conjunto de
posibilidades de consumo para esta economia.

Se puede definir (cy(t), ci(t + 1)), como el vector de consumo que maximiza la utilidad de la
t-ésima generacion sujeta a su restriccion presupuestaria dada por la ecuacion (7).

Si se considera U(cy(t), ci(t + 1); pr, wo, wy1) = U*(ps, Wo, W), €ntonces un intercambio de
equilibrio puro y dindmico consiste de las secuencias de precio y consumo en las cuales éstas ultimas
son optimas individualmente y son consistentes, es decir, el 6ptimo de la funcion de utilidad se obtiene
cuando esta funcidn se evalta en los consumos éptimos.

Es conveniente definir una trayectoria de intercambio puro de equilibrio como una sucesién de
vectores (p, ¢ (t), c1(t)) i, tal que, para todo t,

U(Co(t), Cl(t + 1), Pt Wo, Wl) = U*(ptl Wy, Wl) (48)
Y la condicion de equilibrio de mercado ecuacion (8) se cumple.

Por lo anterior, los miembros de cada generacion pueden ya sea ahorrar o pedir prestado en su
juventud, asi que seran acreedores o deudores en su vejez, de manera que deberan saldar sus pasivos o
activos con los miembros de las nuevas generaciones. En la senectud, o bien se reclaman los beneficios
por los ahorros realizados en la juventud, o se pagan las deudas contraidas, lo cual corresponde,
respectivamente, con los ahorros o los préstamos otorgados a las nuevas generaciones.

La trayectoria del precio de equilibrio, o del factor de interés, asegura que los cobros, o deudas,
de la generacion en la etapa de la senectud sean iguales a los ahorros, o gastos, de la generacion joven.
Desde luego, deben existir instituciones encargadas de asegurar los pagos o los cobros, tales como un
sistema de seguridad social. Alternativamente, la existencia de una riqueza o activos no perecederos y
negociables, puede servir también como un medio adecuado de intercambio y como depésito o reserva
de valor. Ciertamente, existen modelos donde se introduce el crédito para fungir como medio de
intercambio intergeneracional.
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Para caracterizar la dinamica de intercambio puro entre trayectorias de equilibrio se consideran
los siguientes supuestos:

Supuesto 1. La funcién de utilidad para la generacion representativa es estrictamente concava,
doblemente diferenciable, creciente en sus argumentos y separable u homotética.

Supuesto 2. Para los precios a lo largo de la trayectoria de equilibrio, la solucion al problema de
maximizacién de la utilidad de cada generacion es enddgeno, es decir, cy(t),c,(t) > 0 para
t=0,1,2,..

Se puede mostrar que bajo el supuesto 2, las condiciones de primer orden para el problema de
maximizacion de la utilidad dada en la ecuacion (9), se reduce a:

_ Ug(o(@®ex (t+1) (4.9)

Pt = Uy (co(8),c1(t+1))

En esta ecuacion, Uo y U1 son las derivadas parciales de U, con respecto a ¢, Y c¢;. El siguiente
paso importante, es sustituir (10) en la restriccion presupuestal del individuo dada en la ecuacion (4.6),
para lo cual es pertinente primero despejar o de la ecuacion (4.6). Entonces:

W1 - Cl(t + 1)

co(t) —wyo

Pt =

Al igualar este resultado con la ecuacion (10), se obtiene:

Uo(co(t),c1(t+1)) _ wy—cy(t+1)
Us(co(®),c1(t+1)) ~ co(t)-wy (4.10)

A partir de aqui, se necesita expresar la ecuacion (4.10) como una ecuacion en diferencias en
co(t) 0 cq(t). Paraesto es conveniente definir la funcion de la tasa marginal de sustitucion restringida
como:

V(o0 wo, wy) = EDEE

U1 (co(t),c1(t+1)) (4.11)

La funcion V describe la tasa marginal de sustitucion entre consumo presente y consumo futuro,
para un programa de consumo optimo y factible de un individuo, es decir, un conjunto de posibilidades
de consumo que satisface la restriccion presupuestal del individuo.

Al resolver la ecuacion (4.7) para ¢, (t).

e (8) = (1 + 1) (wo — (1)) + wy (4.12)

Como la ecuacidn (9) es vélida para toda t entonces es valida para t+1:

c(t+1)=(>0+ y)(WO —co(t + 1)) + w, (4.13)

Al sustituir este resultado en la ecuacion (4.6), se obtiene:
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1+ V)(Wo —co(t + 1)) +wy = wy + pe(Wo — ¢o(t)) (4.14)
O bien:
(wo — cot +1)) = —”t(‘ﬁ:‘)’(‘” (4.15)

Si despejamos ¢, (t + 1) obtenemos:

Co(t +1) = wy — ““(Vl—y)“) (4.16)

Entonces, a partir de esta ecuacion y sustituyendo V (¢, (t); wy, wy) = p; , obtenemos la ecuacion
en diferencias para cy(t), la cual expresa la dinamica del sistema.

Co(t + 1) = w, + V(Co(t).Wo(,‘l”:])/gco(t) Wo) (417)

La expresion (4.17), es la ecuacion del modelo de generaciones que coexisten simultdneamente o
de generaciones que se traslapan. Por lo tanto, la ecuacién en diferencias (18), caracteriza las trayectorias
del intercambio puro de equilibrio cuando c¢,(0) > w,. Gale, (Gale,1973), citado por Benhabib y Day,
observo que en el caso de los ciclos, la trayectoria seria convergente hacia un estado estacionario, o bien,
hacia un ciclo limitado o acotado. Sin embargo, Benhabib y Day mostraron que tales trayectorias ciclicas
pueden oscilar sin converger a ciclos de ningln orden.

Ejemplo. La ecuacion en diferencias para el consumo es:
1
Co(t +1) =W + mv (Co(t) ;WOaV\ﬁ)(Co(t) _Wo) (4.18)

Donde la funcién de la tasa marginal de sustitucion, V(co(t);wo,w1), es:

Uy (G (1) ,ci(t +1)) (4.19)

V(G (1) Wp, W) = U, (G, (1),c (t+1))

Si consideramos la funcién de utilidad concava:

U(c,,c) = A—explall - (& —w)/a)]+¢ (4.20)
Entonces:
0 0

U, = EU (Cy,C1) =—expla@— (¢, —wp)/ a))]goa[l— (G —wp)/a)] (4.21)
Asi que:

U, =explal—((c, —w,)/a))] (4.22)

También:
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o

U, = 2 U(Gc) =1 4.23
X, (G, C1) (4.23)

Por lo anterior, la tasa marginal de sustitucion queda de la manera siguiente:
V(Go(t), W, W) = explad—((c, —w)/a))] (4.24)

Sustituyendo esta ultima ecuacion, en la ecuacion para co(t+1) y considerando que y =0,
obtenemos:

Co(t+1) — v, =explall— (& —w,)/ )]G (1) — ) (4.25)

Esta ecuacion puede ser escrita de la manera siguiente:

g = X" (4.26)
Donde:
X :Co(t +1)_Wo X :CO(t)_WO r=e (4.27)

Parar=5 y x0=0.5, la solucion de la ecuacion del sistema converge a 1.6094. Cuando r=10 y
X0=0.5, después de realizar 500 iteraciones, la solucion de la ecuacion del sistema presenta un ciclo
estable de periodo dos, con los valores siguientes: Xs01=3.6706, Xs502=0.9346

Sir=14 y x0=0.5, se presenta un ciclo estable de periodo cuatro, con los siguientes valores para
x: 3.9005, 1.1048, 5.1239, 0.4270

Con r=14.765 y x0=0.01, tenemos un ciclo estable con periodo 64. Cuando r>15, el sistema es
cadtico. En el Gréafico 4.6 se muestra el diagrama de bifurcacion cuando no hay control de caos y control
de caos con un controlador duro c=7.0 y en la figura (8) se muestra el control del caos determinista para
otros valores del control c.
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Graéfico 4.6 En esta grafica se muestra el diagrama de bifurcacién sin un control y cuando se controla
el caos con un controlador limitador de ¢=7.0

Fuente: Elaboracion de los autores

Grafico 4.7 Se muestra el diagrama de bifurcacion con un controlador ¢=6.0, izquierda y cuando
c=5.4, se controla completamente el caos

Fuente: Elaboracion de los autores
4.2 Conclusiones

En este trabajo se analizaron tres modelos econémicos en tiempo discreto para el control de caos clasico,
dos del tipo de Solow y el modelo de crecimiento de Benhabib y Day para generaciones que se traslapan.
Para el control de caos se uso el control limitador o control duro, en primer lugar se controlo el caos para
el modelo logistico como un ejemplo para posteriormente aplicar este método a los modelos econdémicos
mencionados. Se mostro el control de caos para estos modelos para diferentes valores del controlador.
Se uso el controlador en el umbral superior. Finalmente se elaboraron las graficas de bifurcacion para
cada uno de los sistemas analizados.
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